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再生核ヒルベルト空間 

• カーネル法における特徴空間を与える重要な
概念。 

• 関数空間の一種で、一般的に無限次元ベクト
ル空間となる。 

 

• 内積空間     がヒルベルト空間であると
は、   により誘導されるHの距離が完備で
あることをいう。 
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2.2.1 再生核ヒルベルト空間と 
正定値カーネル 

【定義】 

• ヒルベルト空間は、実数対Rまたは複素数体C
上で定義されているとし、これをまとめてKで
表す。 

• ヒルベルト空間内の内積は   で表す。 

• 体K上のベクトル空間Vに対し、部分集合 

 の張る線形部分空間 

 をSpanAで表す。 
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集合X上の再生核ヒルベルト空間とは 

X上の関数からなるヒルベルト空間Hで、任意の 

    に対して     があって 

 （再生性）   

を満たすものを言う。 

 

上の定義の  に対して、        により定 

まる  をHの再生核と呼ぶ。 
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【定理2.11】 

 集合Ｘ上の正定値カーネルｋに対し、Ｘ上の再生 

核ヒルベルト空間Ｈで以下の３条件を満たすもの 

が一意的に存在する。 

 

（１）任意の     に対して 

（２）                    はＨ内で稠密。 

（３）ｋはＨの再生核、すなわち 
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【定理2.13】 

 ｋを集合Ｘ上の正定値カーネルとし、ｋの定める再生核ヒルベ 

ルト空間をＨとする。     に対しｋの     への制約をｋ´と 

するとき、ｋ´の定める再生核ヒルベルト空間   は 

                                                 である。 

【定理2.14】 
 k1、k2を集合X上の正定値カーネルとし、対応する再生核ヒル 

ベルト空間をそれぞれ     とする。正定値カーネルの和の 

定める再生核ヒルベルト空間を  とすると、  はベクトル空間 

として                で与えられ、そのノルムは 

 

 

を満たす。 
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【定理2.15】 

    をそれぞれ集合    上の正定値カーネ 

ルとし、対応する再生核ヒルベルト空間をそれ 

ぞれを    とする。 

正定値カーネルの積     の定める再生核ヒ 

ルベルト空間は、テンソル積     に一致す 

る。         
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2.2.2  再生核ヒルベルト空間の 
具体的構成 

【ａ．線形カーネルの再生核ヒルベルト空間】 

  上定義される線形カーネル        が 

定める再生核ヒルベルト空間Ｈがユークリッド 

空間  と同型となることをみる。 
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まず、定理2.11から、Ｈは 

の形の線形写像全体に一致する。その内積は、 

              

により与えられる。したがって 

         

により定義すると内積を保ち、ヒルベルト空間と 

して同型を与える。 

 この正定値カーネルを用いると、１章のカーネ 

ルＰＣＡは、               の固有値分解を 

行うこととなり、データ  の主成分は通常の（線形）主 

成分分析の与えるものと一致する。 

 

 

}|),({ nT Raxaaxkx 

babakbkak T

H
 ),(),(),,( ･･

,HRn  xaaxka T),(

TN

i i

N

i i X
N

XX
N

X )
1

)(
1

(
11  



iX



【ｂ．有限集合上の再生核ヒルベルト空間】 

有限集合上の正定値カーネルは     はｎ行ｎ列の 

半定値Hermite行列       である。 

Kが狭義の正定値行列（０固有値を持たない）と仮定し 

その再生核ヒルベルト空間の陽な表示を求める。 

行列Kの固有値展開を 

 
とする。ここで    は固有値、  は対応する単位固 

有ベクトルである。 
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     は  の正規直交基底をなすので、 

任意の           は             と表される。 

  の２つの元                 に対しての 

その内積を 

 
によって定義。このとき   に内積    を与えた空間 

に対する再生核ヒルベルト空間となる。 

実際に、              に対して 

 
となり再生性を満たす。 
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【ｃ．多項式カーネルの再生核ヒルベルト空間】 

 

[命題2.17] 

  R上のｄ次多項式カーネル 

 

の定める再生核ヒルベルト空間   は、ベクトル空間と 

して、ｄ次以下の多項式からなるd+1次元ベクトル空間 

に一致する。 
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[証明] d次以下の多項式からなるベクトル空間をGとおく。 

 

 

により、     はｘの関数としてd次の多項式であるので 

 

したがって 

 

である。 
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        をGの任意の元とするとき 

 

を満たす        が存在する。 

実際、       を異なる実数にとると、Vandermonde 

の行列式が非零になることから 

 

 

 

 

を満たす      が存在する。この と    を用いればよい  
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【ｄ．ヒルベルト埋め込み写像による構成】 

関数空間  において、集合   上の関数列  が  に 

収束するとは、任意の    に対して   が    に 

収束することと定義する。 

 

    を測度空間とし、    上の可測関数  が、 

任意の    に対して            であり、かつ 

             が      で稠密であると仮定 

する。 
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このとき、     から  への写像Ｊを 

 

により定義すると、Ｊは連続写像であり、また 

稠密性の仮定より、単射である。 

したがって、Ｊは     の  への連続な埋め込 

みを定義する。 

 ここでＪの像で与えられる  の部分空間を 

Ｈとし、Ｈの内積を 

               ただし 

によって定義する。 
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この内積によって     とＨは内積空間として 

同一視できるので、Ｈはヒルベルト空間であり、 

Ｊは     とＨの間のヒルベルト空間として 

同形を与える。 

 ヒルベルト空間Ｈは 

 

という具体的表示を持つ。 
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