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2.2.3 Sobolev空間 

• 閉区間[a,b]上のm次のSobolev空間Hm[a,b]の定義 

 

 

•       が絶対連続であるとは、ある可積分関数
hがあって、次の式が表されることをいう。 
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2.2.3 Sobolev空間 

• Hm[a,b]に次の内積を導入すると、<f,g>は
Hm[a,b] の内積を定める。 

 

 

• さらに、 Hm[a,b]はヒルベルト空間となる。完
備性は次のように証明される。 
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2.2.3 Sobolev空間 

をとる関数である。のときのときはここで

により定義する。

を上の正定値カーネル

が容易に確認できる。かつ

であり、とおくと

と定義し、に対して帰納的にここで

となる。が存在して、ある

列となるので、はに対して実数列また各

が成り立つ。が存在してある

列となるので、のは列とするときのを
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2.2.3 Sobolev空間 

• このとき、以下の命題が成り立つ。 

 

命題2.20 

 Hm[a,b]は式(2.2)のkを再生核に持つ 

 再生核ヒルベルト空間である。 

 



2.2.3 Sobolev空間 

• 実数直線上のSobolev空間について、1階の
Sobolev空間を論じる。 

– Sobolev空間             を以下のように定義する。 

 

– αを正の定数とするとき、             上に内積を以下

のように定義すると、    はヒルベルト空間に
なる。 
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2.2.3 Sobolev空間 

• 次に                         と定義すると      が内積        
のもと             の再生核となる。 

• fが絶対連続な場合に限って再生性を示す。 

 

 

 

–上記の式に注意して部分積分法を用いて、 

            となり、再生性が確認される。          
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2.2.4 定理の証明 
a.定理2.11の証明 

上の内積を定める。はを得るので、が成り立ち、

　に対し、任意の

の不等式より、ととすると、式

が得られる。の正定値によりまた、

を満足する。　　に対し、は任意の

　によって定義する。

をに対して内積とつの元の任意の

により定義する。

をトル空間上の関数からなるベクまず

と仮定する。証明する。実数値の場合について
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2.2.4 定理の証明 
a.定理2.11の証明 

となる。に対してはる。このとき、という写像が定義され

　

である。以上により、により、

　のとき、実際

い。類値の代表元によらなとおくと、極限値は同

列である。そこで、のはに対してが成り立ち、任意の

　

を用いて列であるので、式のはに対し、任意の

す。があるので、これを示空間と同一視する必要

上の関数からなるをト空間を構成するには定理の再生核ヒルベル

されるので、列の同類値として定義のの元は完備化

とおく。ヒルベルト空間をを完備化して得られる
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2.2.4 定理の証明 
a.定理2.11の証明 

明された。以上により、定理が証

を得る。

によりであるので、式において

とすると、に対し、任意の

示す。の再生核となることをが最後に

を稠密に含む。ベルト空間で上の関数からなるヒルは

ると、をヒルベルト空間とすによる同一視によってとおき、

を得る。以上よりで稠密なので、が

となるが、

と内積の連続性によりであるので、式

をいえばよい。を満たすときにが

には、射である。これをみるは線形写像であり、単
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2.2.4 定理の証明 
b.定理2.13の証明 

る。はヒルベルト空間となによる同一視により、よって

は全射である。により

上で同値をとり、はとなので、に対してまた、

は単射である。なので、上で同値ととるときが

　を定義する。線形写像

とおき、

への正射影とする。をとし、をそこでその直交補空間

の閉部分空間である。はにより命題

により定義すると、に対し任意の

をの部分空間
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2.2.4 定理の証明 
b.定理2.13の証明 

である。生核ヒルベルト空間はへの制限に対応する再のよって

の再生核である。は、に対して成り立つので任意の

が

をとると、となるに対し、一方、任意の

への制限である。のは上で同値をとり、はと

とおくと、に対して
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2.2.4 定理の証明 
c.定理2.14の証明 

造を与える。にヒルベルト空間の構これにより

の同型であり、はベクトル空間として

　　　なので、零核は

により定まるが、がこのとき、線形写像

と定める。

をトル空間上の関数からなるベクまた、

とする。すなわち、における直交補空間をの

の閉部分空間である。は定義すると、

によりをの部分空間

である。に対してこのとき

で表す。をての直和のヒルベルト空間としと
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2.2.4 定理の証明 
c.定理2.14の証明 

に他ならない。行はの内積の定義により末

　である。　　　

とすると、に対し、任意の

に注意すると、への正射影であることのは

をとる。に対応する

に対し、まず任意の

いえばよい。の再生核であることをが

。に一致することを示すがベルト空間に対応する再生核ヒル
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2.2.4 定理の証明 
c.定理2.14の証明 
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が最小になる。の場合に右辺のノルムにおいて、最終項が

である。すると、すなわち

により

と表されるとき、

とする。の元をに対応する任意の

関係式を示す。最後にノルムに関する



2.2.4 定理の証明 
d.定理2.15の証明 

の値が定まる。の右辺は絶対収束し、により式

　　

無限和の場合も

とおく。体を　　と表される関数全　　　

によって　を満たす

とするとき、の完全正規直交系をと

を示す。具体的表示を持つことの完備化が次のようなまず
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2.2.4 定理の証明 
d.定理2.15の証明 

と同型である。はよって、完備化

る。の稠密な部分空間であはかつ

に含まれ、はうに、任意のと展開するとわかるよ

を

る。るヒルベルト空間となを完全正規直交系とすは

とにより内積を導入する

に関数空間
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2.2.4 定理の証明 
d.定理2.15の証明 

生性を得る。　　　　　となり、再　　　　　　　　

との内積を考えると、のの元である。式はかつ

が成り立ち、によって

の等式の等号は第　

である。このときここで

　　とする。　　

展開をに関するの

を固定する。示す。の再生核であることをが次に
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