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確率変数を特徴づける正定値カーネル 

 

定義 

     を可測空間、Pをその上の確率速度全体としたとき、 

      上の有界かつ可測な正定値カーネルkが特性的であるとは、 

 写像 

 

 が単写であることをいう。 

       は分布     を持つ     上の確率変数  における平均。 
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確率変数を特徴づける正定値カーネル（続き） 

 

定義（続き） 

 分布    を持つ確率変数Xに対してf(X)の期待値を 

と表すと上の定義は 

 

と同値である。 
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確率変数を特徴づける正定値カーネル（続き） 

                             の線形結合が  で稠密であることより、条件 

     は任意の    に対し                 が 

成り立つことと同値である。 

 

 

 

 

を成立させる正定値カーネルが特性的な正定値カーネルとなる。 
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確率変数を特徴づける正定値カーネル（続き） 

 

補題8.6 

 上記の記法のもと、kが特性的であるための必要十分条件は、

任意の確率分布    に対し、    が   で稠密であるこ
とである。 

 

      は再生核ヒルベルト空間としての直和 
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補題の証明 

 

・十分性 

  

に反する。となりは任意なのでであるが、

なので、によりである。

　　　　　

のときの定義関数である。こはが成り立つ。ここで

　　　　　

があってに対し、と任意のの任意の可測集合なので、

で稠密はで表すとき、仮定からの全変動を

として矛盾を導く。かつに対し、
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補題の証明（続き） 

 

・必要性 

 

は特性的でない。である。したがってにより

　　　　

に対しであるが、一方任意のによりにより定義する。

　　　　　　

をつの確率とおき、が成立する。

　　　　　　　　　

と、の直交補空間からとるをでないこのとき、

る。で稠密でないと仮定すががあってある
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Bochnerの定理 

 

Bochnerの定理 

  を  上の複素数値連続関数とする。このとき が正値であ 

 るための必要十分条件は、 上の有限な非負Borel測度   が 

 

 と表されることである。 

 

 Bochnerの定理は  上のすべての連続な正値関数をフーリ 

 エ変換で特徴づける。 
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特性的であるための条件（Bochnerの定理） 

 

平行移動不変な正定値カーネル                            に対し、確率P 

の  における平均  は 

 

と表され、特性的であることは 

 

と同値である。 
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特性的であるための条件（Bochnerの定理）（続き） 

定理8.7 

     を  上の連続な複素数値正値関数とし、 をBochnerの定 

 理の表示 

 

 を与える有限非負Borel測度とする。このとき、                     であ 

 れば     は特性的な正定値カーネルである。 

  

  位相空間Ω上の非負Borel測度μのSupp(μ)は 
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特性的であるための条件（Bochnerの定理）（続き） 

証明 

  

を得る。によりフーリエ変換の一意性

となる。であることから上連続でありがを得るが、

　　　　　　　　　　

よりである。ここで

　　　　　

　　　　　

　　　　　

の定理を用いると

を示す。を満たすとき、が有限な実測度
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特性的であるための条件（Bochnerの定理）（続き） 

定理8.8 

        を  上の連続な複素数値正値関数とし、 をBochnerの定 

 理の表示 

 

 を与える有限非負測度とする。このとき、     が特性的な 

 正定値カーネルであるための必要十分条件は 

 である。  
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特性的であるための条件（Bochnerの定理）（続き） 

証明 

 

る。は空でない開集合であよって

を得る。の定理の一意性からなので、

　　　　　　　　　

とおくと実際、

となる。に対して集合ら、任意のが実関数であることかまず

。となるものを構成する

でて表される関数フーリエ変換の差としつの異なる確率分布のそのために

と仮定し矛盾を導く。が特性的であるとき、

よい。より必要性のみ示せば定理

と表す。に対して集合
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証明の続き 

を得る。

　　　　　　　

と定めるとが成り立つ。

　　　　　　　　　

があって測度非負の定理よりある有界なてよりわかる。したがっ

　　　　　　

　　　　　

正値性は

上の正値関数である。はさらには連続で、関数

の定義関数である。は集合と定める。を固定し、このような

とできる。かつ

があって、ある開近接を固定すると、原点の　





   

  





























)()cos(2)(

)()()(

)()(

0|)(|)()(

)()()(

),()(

*

)(\)(

)0()(\

0

1

00

1

,

2

, ,

00

00

xdxeh

ggh

xdeg

BorelBochner

dIcdIIcc

dIIccgcc

RgWWclgSuppg

WIIIgW

SuppRWWclWW

WSuppR

Tx

x

ji i

iWijWiWji

ji ji

WjiWjijiji

n

WWw

n

n

T

T























証明の続き 

矛盾する。が特性的であることにとなり、これは

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　

の定理を用いるとる。はともに確率測度であによりと定義する。

　　　　　　　　

をとおき、測度そこで

が成立する。を定義すると、により実の符号付測度

　　　　　　

であるからよりが成り立つ。また、

により、と
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特性的な正定値カーネル 

 

定理8.7より、さまざまな平行移動不変な正定値カーネルが特 

性的であることがわかる。 

 

特性的なカーネルのフーリエ変換はすべての周波数成分を扱 

うことができ、特性的でないカーネルはある周波数領域を表す 

ことができない。 

→その周波数成分のみ異なる密度関数をもつ確率を区別でき
ない。 



普遍性 

 

kをコンパクト位相空間X上の有界かつ連続な正定値カーネルと 

する。kが定める再生核ヒルベルト空間が、X上の連続関数全体 

に            というノルムを入れて定義されるバナッハ 

空間の中で稠密であるとき、kは普遍であるという。 

 

ガウスBRFカーネルやラプラスカーネルなどが、    上の任意のコ 

ンパクト集合上で普遍であることが知られている。 
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普遍性（続き） 

命題8.10 

 コンパクト距離空間上の普遍な正定値カーネルは特性的であ 

 る。 

 

証明 

 P,Qをコンパクト距離空間上の確率分布とするとき、任意の有 

 界連続関数fに関して                     である 

 ことが知られているので主張は容易に従う。 
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