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カーネル多変量解析の仕組み（２）
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２．３確率モデルからの導入

• 多変量解析の目的・・・与えられたデータに基
づいて、背後にある構造を推論

• ただし・・・データにノイズがのる、関数のうち
の有限個の点でしか関数値が与えられな
い・・・などの問題　

　　　　　　　　　↓

　データの生成過程を確率分布を用いてモデル
化する



（a)線形モデルのベイズ推論

・まず、　　　　　　　　　による関数近似の確率モデルを考える。
出力　　　　　　　　　　に、ランダムノイズ　　がのった、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が出力として与えられる。
　　　が独立な正規分布であるとすると、ｘ、ｆが与えられたもとで、

分散を　　として、

・ｙの条件付き確率精度

　　



続き

• 線形モデル　　　　　　

ーパラメータｗを決めることとｆを決めることは等価

・ｗの各成分が独立に平均０、

分散が　　　である正規分布から生成されたとする。

ｗの分布を

とする。



サンプルの生成過程

• まず、ｐ（ｗ）に従ってパラメータｗがランダムに決められる。

• ｗで決まる関数ｆ（ｘ）をｎ個の点で計算し、（2.29）の分布に
従ってサンプル出力ｙが観測される。

• パラメータとデータの同時確率分布

• データやパラメータの生成過程を確率分布で表す

→生成モデル



続き

• 生成モデルー関数のパラメータが先に決まる

　　　　　　　　　　サンプルはその後に決まる

サンプルから関数を推定・・・ベイズの公式を利用

Bを観測した事後におけるAの分布・・・事後分布

最も大きくするAの値を見つける・・・MAP推定

ー右辺の分子を最大



続き

• パラメータｗがA,出力ｙがBに相当する。
• ベイズの公式の右辺の分子は式（2.31)にな
り、対数を取ると、

• MAP推定は、線形モデルで正規化付きの二
乗誤差を最小にすること



（b)正規過程からカーネルへ

• 入力値　　　　　　　　　　　に対して、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　が平均０、分散共分散行列　　　　　　　　　　　をもつ多次元正
規分布に従うとする。

• 　　　　は正規確率変数、　　　　　　　　　　　の共分散が

となる。（Ｅはｘに関する期待値）

• この確率過程をｘ上の正規過程と呼ぶ



つづき

• 任意の入力点　　　を固定し、その点での関数値の値の分布
を調べる。サンプルに対するグラム行列を

　とおくと、サンプル　　　　　に関する成分は　　　　　　　　
　で与えられる。式2.29と式2.31に相当する関数値とデータは

と書ける。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　



つづき

• 分布は全て正規分布→サンプルが与えられたもとでの関数
値ｆの事後分布も正規分布。関数値ｆの平均は　

　となる。（Ｄは、与えられたサンプル。）

• 関数近似の場合の

　のαを　　　　　　　　　　　　に代入したものになっている。

ー＞カーネル関数の重みつき和のモデルを正規化付きで求め
た関数近似の結果＝正規過程を事前分布として用いた場合
のＭＡＰ推定の結果



２．４汎化能力の評価とモデル選択

• データ解析においては、汎化能力が重要

ーサンプルにフィットするだけではなく、背後に
ある構造を正しく抽出することが求められる。

・モデル選択・・・汎化能力を高めるためにモデ
ルの複雑度を調整すること

・汎化能力の理論的な話・・・7章

　汎化能力を評価する方法を説明



(a)クロスバリデーション

• 汎化能力は学習に使ったサンプル以外のデータに対する性
能

①学習用のサンプルで学習

②残しておいたテスト用のサンプルで性能評価を行う

• 問題点ー・テストデータを残しすぎ→学習データが少ない

　　　　　　　　・テストデータが少なすぎ→評価結果が不安定

• 学習用サンプルとテスト用サンプルの分け方をいろいろ変え
て得たテスト誤差を平均する・・・クロスバリデーション



k-foldクロスバリデーション法
（k-fold CV)

• 「１」サンプルをｋ個のデータに分ける

• 「２」i=1,・・・,kに対し以下を繰り返す

　　(1)i番目のグループを除いたデータで学習を行う

　　(2)i番目のグループでテスト誤差を評価し　　とおく

•　「３」　　　　 をテスト誤差の推定値とする

ir



（b)線形モデルのlevave-one-out
クロスバリデーション

・k-fold CV法は、一つだけのサンプルをテストデータとして除
いておく方法・・・leave-one-outクロスバリデーションと呼ぶ

・ｙ＝ｆ（ｘ）を学習したとする。

i番目のサンプルの入力　　→　　　　　　　　

＝ サンプルの出力　　のノイズ成分を除去した推定値

・カーネル回帰の場合、　　　　　　　　　　　　　　と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　より、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が得られる
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つづき

• 一般に　　　　　という線形関係があるとする。

カーネル回帰の場合は　　　　　　　　　　　　である。

・leave-one-out　CV誤差は、　学習サンプルとテストサンプ
ルを分ける手続きなしで、　　と　　の重みつきの誤差平均

・ただし、　　はHの第i対角成分である。　　
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（ｃ）具体例





つづき

・leave-one-out　ＣＶ誤差は汎化能力を評価
する一つの尺度と考えることができるので、　
モデル選択を行うことができる。

・いくつかの　と　　に対してleave-one-out　

CV誤差を計算し、最も小さな値となる

　　と　　を選ぶ


